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Vorwort

Hier biete ich Abiturienten ein Intensivtraining zum Thema Extremwerte an. An Hand von einigen
gebrochen rationalen Funktionen werden extreme Flacheninhalte und Rauminhalte gesucht und

berechnet.

Am Ende gibt es noch Hinweise auf den Einsatz zweier CAS-Rechner.
Der Text 49010 ist eine Sammlung von 121 Extremwertaufgaben zu allen Funktionstypen.

Dort findet man eine unglaubliche Fiille an Beispielen zum Uben.
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Aufgabe 1

) A |
x2+2° X=u

Gegeben ist die Funktion f durch f(x) =

Die Gerade mit der Gleichung x=u firu>0
schneidet das Schaubild von fin P und die
x-Achse in Q.

Fur welchen Wert von u nimmt das Dreieck

OPQ einen extremen Inhalt an.

LOSUNG:

(1) Aufstellung der Zielfunktion.

Die Eckpunkte haben diese Koordinaten:  P(u]f(u))= (u | ﬁ) , Qw

Der Inhalt eines Dreiecks wird durch die Formel A =1-g-h Rer,
Die Grundseite g ist die Strecke OQ und hat die Lange u. \
8
rt f(u), bzw. 27"

und 0(010).

Die Hohe h ist die Strecke QP, das ist gerade der Funkt

Weil die Abmessungen des Dreiecks die Variabl

Zahl sondern eine Funktion, die FIécheni@n@i n A(u). Fur sie gilt:

alten, wird der Dreiecksinhalt keine

8 4u
A(u)=2-u-f(u bzw. =2.u- bzw. |A(u) =
( ) 2 ( ) $@ 2 u2+2 ( ) u2+2
(2)  Zu jeder Funktion gehort ein nsbereich, der angibt, welche Werte verwendet werden:

Hier gibt die Aufgabenstellgng den“entscheidenden Hinweis auf den Definitionsbereich:

*
Dort steht, dass di G% =u fur u>0 definiertist. Zulassige u-Werte liegen also
zwischen 0 und U& . D=]0;

Einschuby \Qﬁ wird 0 ausgeschlossen?

hmen wir an, u = 0 wére zugelassen, dann hétten die Eckpunkte unseres
@ Dreiecks diese Koordinaten: ~ P(0]0), Q(0]0) undO(0]0).

Das aber ist kein Dreieck mehr, sondern nur ein Punkt!

Einschub: Ich zeige jetzt das Schaubild der Flacheninhaltsfunktion im Voraus.
Dieses kennt natirlich der Schiler nicht, der die Aufgabe I6st.

Ich méchte aber an Hand des Schaubilds zeigen, was uns erwartet.

Ist u noch klein, etwa u = 0,5, dann ist der Inhalt des Dreiecks y

A(0,5)=2~0,89. Bis etwa u = 1,4 nehmen die A-Werte zu:

9

¥ x

A(1,4) ~ 141, dann nehmen sie wieder ab: A(4)=£ ~ 0,89 9 + 2 3 =

Und fiir u — oo scheint der Inhalt gegen 0 zu gehen.
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(3) Berechnung der Extremstelle der Flacheninhaltsfunktion: (Manuelle Berechnung)

Au? _ A
S
u® + (u +2) (u +2) (u +2)
_ZU-(UZ +2) _2.(u2 +2)'2U-(2—u2) _ZU(U2+2)—4U(2—UZ)
A"(u):4 7 =4 -
(u2+2) (u2+2)

Einschub: Hier wurde die Quotientenregel zum Ableiten verwendet:

Das wird besonders schwer bei der zweiten Ableitung.

Dortist N = (u® + 2)2 . Dies wird mit der Kettenregel abgeleitet:

Dann kann man die Klammer (u2 + 2) im Zahler ausklammenfi U

Fir unseren Zweck muss man A* nicht weiter zusamm@éen!

(4) Notwendige Bedingung fiir Extremwerte: [A'(u)=0 @
2

Einschub: 4(2——u)2 wird nur dann 0, wenn der Zéhl@(d: 2-u*=0d.h.u*=2.
uw+2

Jetzt wird es sehr wichtig:

Die Gleichung u® = 2 hat gen ei’algebraische Losungen: u,, = +/2.

ist allerdings nur itive LOosung brauchbar. Es gibt also zwei algebraische

Man muss sie beide ar@e .
Wegen des Definitioné hs D=]0;0 [ (jetztwird er dringend benotigt )

aber nu:& etrische Losung! Man schreibt das z. B. so auf:

u-2=0 < uz& t u,=v2 und u,=—~2¢D

Nun mus trollieren, ob A an dieser Stelle \/E auch tatsachlich einen maximalen

an uberprdft also die hinreichende Bedingung:

% 4—2&(\52+2)4/\5Mj:4_2\/§(2+2)—4\5(2_2) 224
/(fu)g (2+2) &

Den durchgestrichenen Bruch schreibt man nicht auf, denn man ersetzt gleich \/52 durch 2.

Entscheidend ist es, dass A(«/E) < 0 wird. Dies ist der Hinweis darauf, dass die Funktion A

an der Stelle u= «/5 eine Maximumstelle besitzt.

21

Der Maximalwert ist: A(\/§)=4»2 > 2
+

Das Schaubild von A besitzt also den Hochpunkt H(\/E | \/5) . (Siehe Abbildung!)
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(5)

()

Zuriick zur Flacheninhaltsaufgabe:

Fir die gestellte Aufgabe bedeutet dies, dass das Dreiecks OPQ fiir den Wert u = V2 einen

maximalen Inhalt annimmt.

Einschub: Das Schaubild rechts hat an der Stelle 1
ein Maximum, die zugehdrige Funktion hat also
fur x = 1 einen maximalen Wert.
Dies gilt aber nur mit Einschrankungen:
Im Bereich -0,8 < x < 2,8 liegt bei 1 wirklich der

1 2
grolte Wert. Aber wegen f(4)=24,5 gibtes I 6
rechts ,auRen” und natirlich auch nach links gréRere Werte.

. L 2
Aus diesem Grunde hat f bei 1 nur ein relatives Maximum. 6

Y
Diese Kurve dagegen hat bei x = 2 sogar ihr at ,

absolutes Maximum, denn bei Annaherung @

gegen den Definitionsrand gehen die Q .
Funktionswerte gegen 0. \
{8

2
1.
0

Diese Beispiele zeigen, dass also aufjade
Fall eine Randwertbetrachtungg)lg muss.

\ 4
Randwertbetrachtung zum Definiti % D=]0;]:

. ) u
Iulm)A(u)_L|LT(1J4-u2 >

limA(u)=lim4. > %Lﬂimi:O , denn auch Iimiz:o
U—o u—o LK? o U(l+ u%) u—w | u—sw |

Damit ist gezeigt, das%es bei Annédherung an die Rander des Definitionsbereichs
keine grdBer@rte gibt als an der Maximumstelle.

Ergeb
e@heninhalt des Dreiecks OPQ nimmt fir u = J2 ein absolutes Maximum an.

2.9 _
2
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